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0. Introduction 

0.1. Avant-propos. Un theoreme celebre de Noether affirme que le groupe de Picard d'une 
surface generale de de degre superieur ou egal a 4 est engendre par la classe d'une section 
hyperplane. Identifions le groupe de Picard d'une surface lisse X C a I'espace H^'^(X) n 
H^(X, Z) des classes de Hodge; le theoreme de Noether admet alors la generalisation naturelle 
suivante. Soit Y une variete complexe projective lisse de dimension 2n + 1 et £ un faisceau 
inversible suffisamment ample sur Y. Alors une hypersurface generale X de \C\ = F]i^{Y,C) 
ne possede pas de classe de Hodge non triviale : nous avons H"'"(X)ev H H^"(X, Q) = 0, oii 
H"'"(X)ev = H"'"(X) nH2"(X,C)ev designe un supplementaire de I'image de H"'"(y) dans 
H"'''^(X) (la definition precise est donnee a la section R). 2. 1(1 . 

La motivation principale de cet article est I'etude du lieu de Noether- Lefschetz parametrant 
les hypersurfaces lisses X G |£| qui possedent une classe de Hodge non triviale ; c'est une reunion 
denombrable de sous-varietes algebriques de I'ouvert Vc C \C\ parametrant les hypersurfaces 
lisses. II reflete le comportement de la cohomologie rationnelle H^"(X, Q) vis-a-vis de la variation 
des structures de Hodge sur la cohomologie evanescente a coefficients complexes H^'*(X, C)ev. 
Son importance tient en grande partie a la conjecture de Hodge qui affirme que I'espace des 
classes de Hodge de X est engendre par les classes des sous-varietes algebriques de X ; les 
composantes du lieu de Noether-Lefschetz devraient done parametrer des families non triviales 
de sous-varietes algebriques des hypersurfaces de Vc- 

Soit plus generalement Y une variete complexe projective lisse de dimension + £ un fais- 
ceau inversible suffisamment ample sur Y, X ^ \C\ une hypersurface lisse et A G i^''H'^(X, C)ev 
une classe de cohomologie evanescente, ori F' designe la filtration de Hodge et k & {1, . . . , N}. 
On appelle variete de Hodge associee a A dans un voisinage contractile C/ C |£| de X le ferme 
analytique ^fxu I'image par transport plat de la classe A reste dans F'^H^(X, C)cv Dans le 
cas A E {X, Q) et 2k = N, la classe A est de Hodge, et le lieu f^x u inclus dans le lieu de 
Noether-Lefschetz. 

Nous montrons que si C est suffisamment ample et si la codimension de la variete de Hodge 
U o,ssociee a une classe A G -F'^H^(X, C)cv est suffisamment petite, la classe A est une 
combinaison lineaire a coefficients complexes des projetes sur la cohomologie evanescente des 
classes de sous-varietes algebriques de X de petit degre. En particulier, la petite codimension 
de f^x u fo'^ce la dimension de X a etre paire : nous avons N = 2k. 

Comme corollaire, nous obtenons que les composantes de plus petites codimensions du lieu de 
Noether-Lefschetz sont definies par des classes des sous-varietes algebriques, comme le predit 
la conjecture de Hodge. Cependant les classes de sous-varietes algebriques (de petit degre) sont 
ici caracterisees par leur seul comportement vis-a-vis de la variation des structures de Hodge 
sur Vc, sans qu'intervienne leur caractere rationnel. 

0.2. Enonce du theoreme principal. Soit Y une variete complexe projective lisse de dimen- 
sion 1 munie d'un faisceau inversible tres ample 0(1), soit d G N* et soit C H''(y, 0{d)) 
I'ouvert parametrant (a la multiplication par un scalaire pres) les hypersurfaces projectives 
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lisses de Y de classe ci{0{d)). Pour tout F G nous notons jp : Xp Y rimmersion fermee 
de r hyper surf ace correspondante. 

0.2.1. Cohomologie evanescente et sous-varietes de Xp. Nous notons 

H^(Xp,C)ev = Ker (5 : H^(X^,C) ^ R''+^{Y,C)), 

la cohomologie evanescente de Xp, ou g designe le morphisme de Gysin. Le theoreme de Lef- 
schetz difficile affirme que nous avons une somme directe orthogonale pour le cup-produit 

U''{Xp,C)=R''{Xp,C)cv(BfpR''{Y,C)- 

Si W est une sous-variete de Xp (c'est-a-dire un sous-schema ferme reduit) de dimension 
pure n, chaque composante irreductible de W definit par dualite de Poincare une classe dans 
B.'^'^~'^"'{Xp,C). Lorsque 2n = N, nous notons H{W) le sous-espace vectoriel de H^(Xi;',C)ev 
engendre par les projections orthogonales de ces classes. 

0.2.2. Varietes de Hodge. Nous avons une famille de structures de Hodge {H^ = R^ir^'L ; 

= n^ ^ O^d ; F'H^) sur V^, telle que pour tout F e I'espace B.^{Xp,<C) s'identifie 
canoniquement a la fibre en F du faisceau localement constant Ti^ C. Pour tout voisinage 
ouvert simplement connexe C/ C de F, le faisceau Ti^ ®C restreint a U est constant et toute 
classe \p G Yi.^ {Xp,C) definit une section A G [Ti^ C){U). Pour tout G ^ U nous notons 
\g G H^(Xg', C) la valeur de la section A en G : c'est I'image de la classe \p par transport plat 
dans U . 

Soit F G V^, soit n G {0, . . . , iV} et soit A^ G F"H^(Xi., C) ev une classe de cohomologie non 
nulle. Nous introduisons le ferme analytique 

Mf^^Jj = {G G [/ I Ag G F"H^(Xg,C)}. 

0.2.3. Cas N=2n. Les varietes AA^'^ jouent un role particulierement important lorsque 2n = A^. 
On appelle alors lieu de Noether-Lefschetz, que nous notons Af^'^, la reunion des varietes ^fx'u 
pour tous les couples (A,C/) tels que la classe A G ("^1" ^ C)(f7) est rationnelle, c'est-a-dire 
appartient a ("^1" (SD Q){U) ; nous avons encore 

j^d,n = {(- g yrf I h2"(Xg,Q) n F"H2"(XG,C)ev / 0}. 

Le lieu A/"^'" = [Ju-^\u defini par recollement est une sous-variete algebrique de et AA'^'" 
est une reunion denombrable de varietes algebriques de {cf. |('DKj ). La conjecture de Hodge 
predit que toute classe de ii^^{Xp,Q) n F'^li^'^{Xp,C) est algebrique, c'est-a-dire combinaison 
lineaire a coefficients rationnels de classes de sous-varietes algebriques de Xp. Si nous sup- 
posons la conjecture de Hodge vraie pour Y, le lieu de Noether-Lefschetz parametre done les 
hypersurfaces pour lesquelles la conjecture de Hodge est non triviale. 

0.2.4. Enonce. Nous montrons ici : 

Theoreme 1. Soient n G {1, . . . , [A^/2]} 6 G N* des entiers, F G , U un voisinage ouvert 
simplement connexe de F dans et \p G -F"H^(Xi?, C)cv une classe non nulle verifiant 

codim(<;^,C/)<6-. 

Pour tout e G M*^, il existe une constante C G qui ne depend que de Y , de 0(1) et de e, 
telle que si d > Ch"" , ou a = 2^'^^'^'^''^''^^^ , alors pour tout n, F, U et Xp comme ci-dessus 

(1) 2n = N et 

(2) il existe une sous-variete W de Xp de dimension n et de degre inferieur d {l + e)b, telle 
que A G H{W). 
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Nous pensons que le theoreme Q reste vrai pour n G {[N/2\ + 1, . . . , A^}. 

Le cas 2n = du theoreme ^ implique immediatement le corollaire suivant, qui est une 
version asymptotique tres faible de la conjecture de Hodge pour les hypersurfaces. 

Corollaire. Nous supposons Y de dimension 2n + 1 et que toute classe dans H^"(y, Q) n 
F"H^"(y, C) est algebrique. Alors il existe une constante C E M!j_ telle que toute classe Xp G 
H2"(Xf, Q) n F"H2"(Xf, C) verifiant 

codim(<-,V^)<(^)'^, 

ou a = 2^"'^-^''^*^^)), est algebrique. 

L'hypothese de rationnalite n'est utilisee ici que pour la composante non evanescente de la 
classe Xp. Plutot que de plaider en faveur de la conjecture de Hodge, le theoreme H met done 
en evidence le comportement exceptionnel des classes algebriques vis-a-vis de la variation des 
structures de Hodge. 

Le theoreme ^est I'aboutissement de I'etude des composantes des petite codimension du lieu 
de Noether-Lefschetz menee dans |Grej . |Vlj . |V2j et |01j . II complete et generalise |Ulj . ou 
nous avons montre dans le cas Y = P^"^^ que sous les hypotheses du theoreme ^ les varietes 
■^xu constituees par des hypersurfaces contenant une sous-variete W de dimension n et de 

degre inferieur a (1 + e)6, mais ori nous ne savions pas montrer A G H{W). Le cas Y = IP^"''^! 
n = [N/2] du theoreme n resout asymptotiquement la conjecture 1 de jUlj . 

0.3. Structure de la preuve. 

0.3.1. Invariants algebriques des varietes de Hodge. La theorie de Griffiths I Grij et de Carlson, 
Green, Griffiths et Harris CCGHj ramene I'etude des variations infinitesimales de structures 
de Hodge d' hypersurfaces suffisamment amples a un probleme algebrique (section II. Elle 
decrit notamment le lieu a I'ordre 1 au voisinage de F, et cette description est exploitee 
dans HlHj, [Hiij, ^ et |V2] . 

En raffinant cette etude nous decrivons le lieu J^f^'u au voisinage de F par une suite Er 
d'ideaux gradues de I'algebre 0jgpj H*^(y, Oy (?)) (section [L2|l . 

0.3.2. Etude locale des varietes de Hodge. Cette section generalise |Ulj . 

Nous traduisons d'abord les proprietes geometriques du lieu f^x'u P^'- proprietes algebriques 
des ideaux Er (proposition P). 

D'autre part, I'etude asymptotique de la fonction de Hilbert de ces ideaux (lorsque le degre 
d de I'hypersurface tend vers I'infini) permet de montrer qu'il existe un entier i petit devant d 
tel que le lieu-base des elements homogenes de degre i de Eq est de dimension n (lemme |2) ■ 
En affinant notre etude, nous montrons ensuite par des techniques purement algebriques que 
I'ideal Eq contient I'ideal d'un sous-schema ^ de y de dimension pure n et de petit degre 
(proposition [2) • 

Nous supposons d assez grand et nous montrons grace aux propositions ^ et HI que pour 
tout r G N* I'ideal E^ contient le produit d'un ideal fixe (trivial lorsque V est reduit) et de la 
puissance (r + l)-ieme de I'ideal Iw du schema reduit W associe a V (proposition . Enfin, 
nous montrons W C Xp (proposition . 
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0.3.3. Etude globale des varietes de Hodge. Nous etudions I'image par transport plat de la classe 
\f dans le lieu V'^(VF) des hypersurfaces lisses contenant W. Nous identifions I'espace tangent 
en F a V'^(VF) a I'espace des elements homogenes de degre d de Iw- Nous montrons ensuite 
grace aux propositions 01 et E] que les derivees a tout ordre en F de certaines equations de f^xu 
le long du lieu V'^{W) sont nulles (et meme de toutes les equations dans le cas ou V est reduit). 
Nous en deduisons par un argument d'unicite du prolongement analytique que la representation 
de monodromie de tti{V'^{W), F) engendree par A est contenue dans un petit sous-espace de 
{Xp,C)ev (proposition ISJ . 
La fin de la preuve repose alors sur un enonce de topologie que nous avons montre dans |02j : 
pour tout sous-schema ferme W de Xp dont I'ideal est engendre en degre petit devant d, Taction 
de monodromie de 7:i{V'^{W), F) est triviale sur H(W) et irreductible sur son orthogonal dans 
H'^ {Xp,C)ev (proposition inj . La proposition El implique alors que la projection orthogonale de 
A sur H{W)-^ est nulle, ce qui implique le theoreme^ 

0.3.4. Remarque. Dans |01j nous conjecturons le resultat du theoreme ^ avec une borne sur d 
lineaire en b, alors que la borne que nous obtenons n'est que polynomiale en b : I'obstruction 
essentielle pour obtenir une borne lineaire vient de ce que nous ne savons pas borner lineairement 
en b le degre du plus grand generateur de Iw ] la borne polynomiale est obtenue grace au 
lemme 

1. Invariants algebriques des varietes de Hodge 
Les notations sont celles de la section R). 2. 21 Posons 
S' = R'>{Y,OY{i)), 5 = 05' et K' = if{Y,n^+' Oyii^), K = ^K\ 

si bien que K est un 5-module gradue de type fini. Plus generalement, pour tout 5-module 
gradue M nous notons M* C M les elements homogenes de degre i. 

1.1. Rappels sur les lieux de Hodge. Nous rappelons brievement une theorie exposee en 
detail dans et |(XX;Hj . 

1.1.1. Theorie de Griffiths. Nous avons une application residu surjective 

res : R^+^{Y\Xf,C) ^ H^(Xi.,C)ev 
Pour tout keZetuje K'"^, la forme differentielle fj: e HO(y \ Xp, J^yyjp) definit une classe 
[f,;] G H^+i(y \ Xp,C)- Nous notons (^F,fc(w) = res [fj:] son image dans }l^{Xp,C)e^. 

Griffiths a montre que si d est plus grand qu'une constante C £ qui ne depend que de Y 
et de 0(1), cette construction donne pour tout G N* des applications surjectives 

ou nous avons pose F^R^{Xp, C)ev = F^R^{Xp, C) n R^{Xp,C)ev pour A; G {1, . . . , iV + 1} 
et F''R^{Xp,C)ev = H^(XF,C)ev pour k<0. 
Nous supposerons dorenavant d> C. 

1.1.2. Equations locales des varietes de Hodge. Comme F^H^ {Xp,C)ev est I'orthogonal de 
pN+'^-k]^N (^Xp,C)ev pour le cup-produit, la surjectivite de (pp^k implique pour tout fip G 

R^{Xp,C)o. 

l2pGF''R^{Xp,C)e. ^ yuJ&K^'', I2P (j)p^k{i0) = 0, 

oil ^ designe le cup-produit. 
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Supposons G F^i{^(XF,C)cv Alors pour tout G €z U 

G^^ll'i ^ yoj^K^^ /iG-</'G,fc(c^) = 0. 
La variete A/"^'^ C U est done definie par dim {K^'^) equations posssiblement redondantes. 

1.2. Deformations a tout ordre des lieux de Hodge. Nous fixons desormais n € {1, . . . , N}, 

un voisinage ouvert simplement eonnexe de F dans et G F"H^(Xi?, C)ev 

1.2.1. Definition. Pour tout r € N nous posons 

Sr. = { P G 5' I VW G K^n+r+l)d-.^ _ (Pw) = o} . 

L'ideal Eq a ete etudie dans jGrej et I'ideal Ei dans |01j . 

1.2.2. Description alternative des ideaux E^-. Nous choisissons des cycles ^F,i, i G {l, ■ ■ ■ ,t}, t = 
h.]\[{Xp), dont les classes [7^,1] forment une base de }iiy{XF,Q). Nous notons G HAr(Xir,C) 
I'image de Xp S H^(Xi?,C)cv par la dualite de Poincare et (Ai, . . . ,Xt) les coordonnees com- 
plexes de A^ : nous avons A^ = X]i=i ^dlF,!]- 

Nous choisissons ensuite des cycles Tub7i, i G {l,...,t}, a support dans Y \ Xp dont les 
classes [Tub7i] sont les images des [7F,i] par I'application tube : H7v(-^F) ^) ^N+iiXX^F-, 

Quitte a restreindre le voisinage [/ C de F, nous supposons que pour tout G ^ U ei 
pour tout i S {1,... ,i} nous avons Xq n Tub7j = 0. La classe de Tub7j dans Hjv+i(y \ 
Xg,Z) s'identifie alors a I'image par I'application tube de [7^,1] G Hjv(Xg',Z), image de [7^,1] G 
HjvC-'^F,^) par transport plat dans U. 

Pour tout /c G N* et pour tout uo G ii'^'^ nous avons done 

t t 

& 



i=l -^TG,* i=l -^T 



Tub7i 

En particulier, nous en deduisons pour tout r G N 

Plo 



Ef 



I P G 5' I Vl^ G V Ai / 



_pn+r+l 



1.2.3. Interpretation geometrique. L'ideal Ej. C S decrit le lieu A/"^'^ a I'ordre r + 1 au voisi- 
nage de F. Plus precisement, si Tp : TpU —>■ S"^ designe I'isomorphisme canonique, pour tout 
{vi, . . . , Vr+i) G {TpUy^^ les assertions suivantes sont equivalentes : 

(1) v.. G K"^ 1^ • • • ^ Ag - ct>GA^)){F) = 

(2) Tp{v^)---Tp{Vr+l)(^E''Xt^\ 

Remarquons que Er ^ S des que \p P"+''+1H^(Xf, C)ev 

1.2.4. Point de vue dual. Pour tout r G N nous pouvons definir le module gradue 

Mr = \^LO£K'\yP£ 5{n+^+l)<i-^ Xp - </.F,n+r+l(Pw) = o} . 

L'espace (pp^n+r+i (j\dr"'^'~^^^'^^ est alors I'espace 0jg|„^^_,_]^ ^j. -ff*'^^*(Ai?) etudie dans [(XXtH) 
et [HTTj . 

L'ideal Ej. est I'annulateur du module K/M^ et la forme lineaire uj Xp ^ (pp^n+r+ii^) sur 
^(n+r+i)c( ^j^duit une dualite parfaite 



6 



ANIA OTWINOWSKA 



1.2.5. Les ideaux Er^i- Le S'-module gradue K est de type fini; il est done engendre en degre 
inferieur a un entier m £ N qui ne depend que de Y et de C'y(l). 

Posons u = diuiK™' et choisissons une base {loi, . . . ,0;^) de K"^. Pour tout i € {1, . . . ,u} 
posons 

L'ideal Er^i est I'annulateur du module SuJi/{Mr H SiVi). Lorsque E^-^i 7^ la forme lineaire 
P ^ \p (f)p^n+r+i{P^^i) sur est non nulle et l'ideal Er^i est Gorenstein de degre 

du socle (n + r + l)d — m (voir section 15.1.21 pour la definition d'un ideal Gorenstein). Nous 
avons 

u 

Er = ^ Er^i- 
i=l 

2. Description locale des varietes de Hodge 

2.1. Proprietes des ideaux Er issues de la geometrie. Dans cette section nous enongons 
les proprietes algebriques des ideaux Er qui resultent de leur interpretation geometrique. 

Les notations sont celles de la section 11.21 Pour tout ideal / C S" et pour r G N nous 
notons (ly la puissance r-ieme de / (par opposition a /'', qui designe I'ensemble des elements 
homogenes de degre r de /). 

2.1.1. Derivation des elements de S. Soit C H°(y,C'(l))^ le cone prive de I'origine de 1" C 
PH°(y,C'(l))^. Soit vr : ^ y la projection naturelle. Pour tout a E C*, soit ha : ^ 
I'homothetie de rapport a. Soit 7y le faisceau tangent de Y et soit Tq^ le faisceau tangent 

de Cy- Enfin, pour tout i G Z nous notons T* C H''(Cy, 7^^-) le sous-espace des sections v 
verifiant {ha)*v = a~^v pour tout a G C*. Si nous identifions a un sous-anneau de I'anneau 
des fonctions sur Cy alors le S'-module gradue T = ® definit un faisceau localement libre 
Ty sur Y (si bien que H''(y, 7y OY{i)) = Ti) qui s'insere dans la suite exacte 

^ Oy ^ Ty ^ Ty ^ 0. 

La derivee de Lie le long d'un champ de vecteurs sur Cy donne pour tons les entiers relatifs i 
et j une application 

2.1.2. Enonce. La proposition ^ ci-dessous est une adaptation de la proposition 3 de |01j qui 
traite le cas Y = p^+i et n = N/2. La premiere assertion est une traduction algebrique de 
la transversalite de Griffiths. La seconde est une consequence de la formule de Leibniz pour 
la derivation et s'inspire de I'enonce (3.4.6) de |V2j . Enfin la troisieme traduit le fait que les 
formes differentielles exactes ont une classe de cohomologie nulle. La preuve de la proposition ^ 
occupe la section IH 

Proposition 1. Pour tout r G NU { — 1} nous avons, avec la convention E^i = S, 

(1) Er = {Er+l : F). 

(2) Pour un point generique F de (M^'^Y'^'^ nous avons {Er)^Tp {Pp {■^\ijy^'^^ ^ -E'r+i- 

(3) Pour tout P £ E' et pour tout v £ nous avons 

{L^P)F - (n + r + l)PL^F G E^'l^K 
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2.1.3. Les ideaux et I'ideal jacobien. Le S- module T est de type fini, il est done engendre 
en degre inferieur a un entier s G N qui ne depend que de Y et de C'y(l). Soit Jp I'ideal 
jacobien de F, engendre par F et par les derivees partielles L^F, v £ T, done engendre en 
degre inferieur a d + s. Comme Xp est lisse, I'ideal Jp est sans points base. Les assertions 1 
et 3 de la proposition ^ (pour r = —1 et P=l) impliquent done 

CoroUaire. Jp C Eq ; en particulier Eq'^'^ est sans points-base. 

2.2. Etude asympotique de la fonction de Hilbert des ideaux Er. Dans cette section 
nous considerons le probleme purement algebrique suivant. 

2.2.1. Donnee aglebrique. Soit S I'algebre graduee d'un schema projectif lisse Y de dimension 
+ 1 muni d'un faisceau inversible tres ample Oy(l). Nous fixons des entiers strictement 

positifs u, s, m, b, d et n £ {1, . . . , N}. Nous considerons les ideaux homogenes I C S verifiant 

(1) /'^+* est sans points base, 

(2) il existe un entier D > (n + l)d — met des ideaux Gorenstein li, i £ {1, . . . ,u} de degre 
du socle D tels que I = nr=i 

(3) dim(5^//'^) < b^ 

2.2.2. Motivation. Nous adoptons les notations de la section [T31 Nous supposons de plus 

codim{Af^l^,U) < b^ 

comme dans I'hypothese du theoreme ^ L'enonce du theoreme ^ etant stable par transport 
plat, nous pouvons supposer sans perdre en generalite F € f^xu generique et par consequent 

Xp ^ F^'+^R^iXpX) 

(si Xp S F'^'^^H^ {Xp,C) pour F generique, nous aurions codim {M^'^^^ , U) < ^^"J''*'^ (n+i)\ ' 

I'etude de f^xu^^ heurterait a une contradiction pour d > b{n + 1) des la proposition 12) . 
Nous avons alors Er ^ S pour tout r G N. 

L'ideal I = Eq verifie alors la donnee algebrique 12.2.11 et les ideaux Er verifient I'assertion 2 
de la donnee algebrique 12.2.11 En effet, I'assertion 1 pour £"0 est donnee par le corollaire de 
la proposition ^ L'assertion 2 pour Er resulte par la section 11.2.51 de ce que Er 7^ 5. Enfin, 
I'assertion 3 pour £^0 resulte des isomorphismes Tp : TpU ~ S'^ et Tp : TpAf^'^ ~ Eq. Nous 
verrons aussi que les ideaux Er ne sont pas loin de verifier I'assertion 3. 

Les entiers u, s et m ainsi que I'algebre S ne dependent que de Y et de C'y(l). 

2.2.3. Enonce. L'assertion 1 de proposition [21 ci-dessous generalise la proposition 1 de |01j qui 
traite le cas Y = P^+^ et / Gorenstein. Elle repose sur la comparaison pour A; — > 00 entre 
la fonction de Hilbert k dim S'^ /I^ et la dimension des lieux base des systemes lineaires 

C . L'assertion 2 repose sur une majoration asymptotique de la regularite des ideaux ^/Ty 
et q au sens de Bayer et Mumford. La preuve de la proposition [21 occupe la section 

Proposition 2. Pour tout e £ il existe une constante C £ qui ne depend que de e, S, 
u, s et m, telle que pour tout d > Cb et pour tout ideal homogene I C S verifiant la donnee 
algebrique \2. 2. 1\ I 'assertion suivante est vraie. 

II existe un schema V CY de dimension pure n et de degre inferieur d (1 + e)6 tel que 

(1) I'ideal ly de V est inclus dans I 

(2) les ideaux Iw q sont engendres en degre inferieur d Cb°- , oil Iw designe I'ideal de 
W = F''^^, q est defini ci-dessous et a = 2h"(>'.C(i))-i. 
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2.2.4. Definition de I'ideal q. Comme V est de dimension pure n, Jy est une intersection finie 
d'ideaux primaires de hauteur n notes et Iw est une intersection finie d'ideaux premiers 
notes pi, oil pi = -v/^. Pour tout i, nous notons bi la longueur de I'anneau artinien (S'//y)p. = 
{S/^i)p- et 6i le degre du schema V{pi). Nous avons (pj)*' C ^i ; soit f3i < bi le plus grand entier 
tel que (pj)^' {Z! ^i. Nous posons q = HilPi)^' et /3 = J2iPi^i- Nous avons (5 < J2i^iibi - 1) = 
degy-degy'^d < (1 - e)6. 

Nous avons q/pi/ C ly et si ^ est reduit, alors q = S. 

2.3. Les ideaux Ej. et le schema V. Les notations sont celles de la section 11.21 Nous sup- 
posons satisfaites les hypotheses de la section 12.2.21 Comme F G -^x'u est generique nous 
pouvons supposer sans perdre en generalite que F verifie I'assertion 2 de la proposition^ 

L'ideal Eq verifie la donnee algebriaue l2.2.11 Nous fixons e G M!j_ et nous supposons d > Cb"", 
oil a = 2^'^^^'^^^"^^^^ et oil C est la constante donnee par la proposition |21 Nous notons V et 
W = y les schemas associes a Eq par la proposition |21 

La proposition |31 et la proposition |1] ci-dessous generalisent alors respectivement le lemme 2 
et le theoreme 2 de jOlj . Les preuves occupent respectivement les sections IHl et [TJ 

Proposition 3. // existe une constante C £ qui ne depend que de e, de Y et de Oy(l) telle 
que pour tout d > Cb'^ et pour tout r G N nous avons (\{IwY~^'^ C Ej.- 

Proposition 4. Supposons n < [N/2]. II existe une constante C G M^j. qui ne depend que de e, 
de Y et de Oy(l) telle que pour tout d > Cb"" nous avons F G Iw- 

3. Description globale des varietes de Hodge 

3.1. Notations et rappels de topologie. Les notation sont celle de la section H). 2. II 

Le groupe 7ri(V'^,F) agit par monodromie sur {Xp,C). Plus precisement, la theorie de 
Lefschetz affirme que la representation de monodromie de 7ri(V'^,-F) sur {Xp,C) est somme 
directe de la representation triviale sur j^H^(y, C) et d'une representation irreductible sur 

H^(X^,C)ev. 

Si W est une sous-variete de Xp de dimension n, nous notons V'^{W) C I'espace parametrant 
les hypersurfaces lisses contenant W. Nous etudions Paction de monodromie de 7ri{V'^{W), F) 
sur R^{Xf,C) : pour tout sous-ensemble E C R^^Xp, C)ev nous notons H{E) C H^(Xf, C)ev 
la 7ri(V'^(VF), F)-representation engendree par E et E-^ C H^(Xi7',C)ev I'orthogonal de E pour 
le cup-produit. 

3.2. Etude de H(Xp). Nous adoptons les notations et les hypotheses des sections 12.31 et ITTl 
Nous supposons d > Cb"", oii C G est une constante verifiant les propositions [21 01 et 0] 

L'idee de la proposition |S1 ci-dessous est de considerer les equations de A/"^'^ donnees par 
les elements de degre nd de qK (voir la section [1.1.2(1 . La proposition |21 implique alors que les 
derivees en F a tout ordre le long de TpV'^{W) de ces equations sont nulles. Par unicite du 
prolongement analytique nous en deduisons une condition sur les images par transport plat 
dans V^CW) de la classe A^. 

Proposition 5. H{Xp) C </>F,n(qi^"'^)^. 

Preuve. — Solent Q G q et w G -fC des elements homogenes dont la somme des degres est nd. 
Comme \p G F^Yi.^ {Xp,C), nous avons Xp 4>F,n{Q^) = 0. 

Lemme 1. Soit Uw un voisinage simplement connexe de F dans V^iW). Pour tout G G Uy/ 
nous avons Xq ^ 4'G,n{Q^) = 0, oil Xg designe Vimage de Xp dans H^(Xg',C) par transport 
plat dans Uw- 
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Preuve. — La fonction Uw — > C, G i— > Xq ^ <t'G,n{Q^) est analytique et s'annule en G = -F. 
Par unicite du prolongement analytique, il suffit de montrer que pour tout r G N et pour tout 

V G TpUw nous avons {mY _ {G ^ \g 4>G,n{Q^)){F) = 0. 
Or d'apres la section ri.2.2( nous avons 



A?; 



(n-1)! ^ VTub,. ■ 
Comme v € Tp[/vK) done tf{v) G I^y et done {tf{v)Y~^^Q G (/i4/)'""''^q, d'apres la proposition |31 
nous avons iTFiv)Y+^Q G Er, done (^)'^^ (G ^ Ac ~- (PgAQ^))^^) =0- ° 

Fin de la preuve de la proposition\^ — Soit pw : V'^{W) — > V'^{W) le revetement universel de 
V^iW) et soit F G p^iF)- Pour tout G G V^iW) et G G p^yH^) nous notons A-^'^JE H^(Xg, C) 
I'image de Ai;' par transport plat le long de I'image par pw d'un chemin reliant F a G. Le lieu 
■^x,/i = {G G ^^(VF) I A^'*^ ^ 4'G,n{Q^) = 0} est un sous-ferme analytique de V'^(VF) ; comme 
V"'(VF) est irreductible, le lemme ^ implique A/a,^ = V'^(VF). En particulier, Mx^^ contient 
p^{F), ce qui implique H{Xf) C (/jF.nCQt^)"^- □ 

Remarque. — Lorsque y est reduit la proposition El donne H{Xf) C F"H^(Xi7, C)ev Plus 
precisement, la preuve implique qu'alors V^(VF) est inclus dans A/"^'^. 

3.3. Un enonce de monodromie. Nous adoptons les notations des sections 13.11 et 10.2.11 
Pour toute sous-variete W de Xf de dimension n I'espace H{W) est 7ri(V'^(W^), F)-invariant, 
et comme H{W) C H'^'"(Xir)ev, le theoreme d'indice de Hodge implique que la restriction 
du cup-produit a H{W) est non degeneree et nous avons I'egalite de 7ri(V'^(Ty), F)-modules 
R^iXF, C)ev = H{W) © H{W)^. 

Nous supposons n G {1, . . . , [A^/2]} et nous notons e G N le plus petit entier tel que W 
est engendre en degre strictement inferieur a e. Remarquons que lorsque W est donne par la 
proposition 121 nous avons e < G6" + 1. Nous avons montre dans |U2j : 

Proposition 6. // existe une constante C G M!j_ qui ne depend que de Y et de Oy(l), telle que 
pour tout d > Ce la iriiV^ (W), F) -representation de monodromie sur {Xf,C)cv est 

(1) irreductible pour N > 2n ; 

(2) somme directe d'une representation triviale sur H{W) et d'une representation irreductible 
sur H{W)^ pour N = 2n. 

3.4. Preuve du theoreme ^ Nous adoptons les hypotheses du theoreme E Nous fixons 
e G M!j_ et nous supposons d > Cb"", oil C £ est une constante verifiant les propositions El 
etEl 

Nous avons (/>ir„ (q/^"'^) / (en effet, si nous choisissons par exemple to G K'^ ^ et Q £ 
tels que la section Qlo G K'^ ne s'annule pas sur Xf, la classe (j)F,n{F^^^Qoj) = res ^ est 

non nulle), done (t)F,n{^K'"^)^ / H^(Xir,C)ev 

Si 2n < N, I'assertion 1 de la proposition El implique H{Xf) = H^(Xir,C)ev) or la proposi- 
tion El implique (j)F,n{^K^'^)^ = H^(Xir,C)ev, Contradiction : la classe Xf n'existe pas. 

Si 2n = A^, supposons par I'absurde Xf ^ H{W). II existe alors des classes ^f G H{W) et 
vf G H{W)-^ \ {0} telles que Xf = + t^f- D'une part, comme dim H{W)-^ > 1, I'assertion 2 
de la proposition El implique que la 7ri(V'^(VF), F)-representation sur H{W)-^ est irreductible et 
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non triviale, done H{Xf) = Cjf H{W)-^, ce qui implique H{W)-^ C H{Xf) C 4>F,n{qK'''^)^ 
d'apres la proposition El D'autre part nous avons H{W) C F^'H^ {Xf,C)cv C <j)F,n{(]K"-'^)-^ . 
Nous avons done H{W)^®H{W) C (l)F,n{c\K'"^)^ , done ^fA^I^^""^)^ = ^^{Xf,C)ov, contra- 
dietion. Done Air G H{W). □ 



4. Preuve de la proposition [U 
L'assertion 1 de la proposition ^ est evidente. 

4.1. Preuve de l'assertion 2. Pour tout G € f^x if definissons I'ideal Er{G) assoeie a la elasse 
Xg, par analogic avee I'ideal Er = Er{F) assoeie a la elasse Xf- Pour tout k £N posons 

= G) G X {AT^^^y"^ I P G E^{G)} . 

Nous ehoisissons un point lisse F G {■^x'uY'^'^ pour tout G N il existe un voisinage 

lisse Ur^k de F dans {AJ'xuy^'^ restrietion de la projection pr^ : ~^ (-^a i/)^'^*^ ^ 

pr^^iUr^k) est un fibre trivial. 

Soient i et j deux entiers positifs, P G i?*, Q ^ E^ et R = ri?(r), avee r ^ Tf (A/'^'^)'^'^*^ : 
nous devons montrer PQR G E^+i- 

Posons f/r,ij = f^r,i H L'rj- : nous avons des fibres triviaux pri : pr^ 
prj : pr~^ (Ur^ij) Ur^ij, ils possedent done des sections P : C/r,i,j — > P''^^^ et Q : J/r,i,j — > 
prJ^{Ur^ij), telles que P(-F) = P et Q(F) = Q; nous identifions ees sections a des fonctions 
analytiques P : Ur,i,j S' et Q : Ur,i,j telles que P(G) G ^^(G) et Qi{G) G Ei{G) pour 

tout G G f^r,i,j- 

Pour tout UJ G la fonction 

i=l -'Tub7i ^ 

est identiquement nulle ; en la derivant en F le long du vecteur r nous obtenons I'egalite 

^ 'Lu pn+r+l + pn+r+1 " I" + + p„+,.+2 " U- 

i=l •^Tub7, \ ^ / 

Comme P & E^. et Q £ Er, les deux premiers termes sont nuls, ce qui implique l'assertion 2. □ 

4.2. Preuve de l'assertion 3. Notons ICcp le faisceau canonique de Gy- Pour tout i £ Z 
notons C H*^(Cy, ICc^) le sous-espace des sections uj verifiant h*LO = o*cj pour tout a G C*. 
Si e G designe le champ d'Euler (radial et invariant par homotlietie) , nous avons pour tout 
i G Z des isomorphismes canoniques Int^ : — > . 

Soient P G Er, v G T et u! G ©jgz des elements homogenes dont la somme des degres est 
egale a (n + r + l)d. Nous avons I'egalite des (A^ + l)-formes differentielles homogenes de degre 
sur G;.\tt-^{Xf) : 

/ Piu \_ PL^LO {L^P)u; .. {L~.F)Puj 

[p^n+r+l J J?n+r+l + Jpn+r+1 (.n + r + I) ^„^,._^2 ' 

Nous etudions I'image par Int^ de cette egalite, que nous interpretons eomme une egalite entre 
formes differentielles sur Y \ Xf- 
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En appliquant deux fois la formule de Cartan-Lie L = Do Int + Int o D h Timage par Int^ du 
membre de gauche, nous obtenons successivement : 

Puj \ ( Puj \ ( Puj 

InigL^ ( — — —TT I = Int^ Dints I ^r— ; — — I = — I?Int^Intj 



(la premiere egalite resulte de ce que D (-pT^^T+r) = 0, puisque uj est de degre maximal, et 
la seconde de ce que L^Int^ ( ) = 0, puisque la forme differentielle Int^ (p^^^) est 
invariante par homothetie). En particulier, la forme Int^L^ ( est exacte. 
Nous avons done 

^ I f Pints L^uj , (LsP)Intgu; , ^^ {L^F)Plntgu; \ _^ 

Comme P £ E*, le premier terme est nul, done 

^ f (LsP)FIntga; - (n + r + l){L^F)PIntgu; _ ^ 

i=l •^Tub7i ^ 

Ceci implique I'assertion 3, par definition de I'ideal Er+i- □ 

5. PrEUVE DE LA PROPOSITION El 

5.1. Notations et rappels. Les notations sont celles de la section [2.2.11 Nous posons A = 
dim = h'^(y, 0(1)) et nous notons S I'algebre des polynomes a A variables. Le plongement 
Y C Pc"^ donne par C'y(l) identifie S a un quotient de S. 

5.1.1. Lieu-base d'un ideal. Soit / C 5" un ideal homogene. Pour tout i £ {0, . . . , + 1} nous 
notons G N U cxD le plus petit nombre / G N U cxd tel que le lieu-base de P est de dimension 
inferieure ou egale k N — i (en convenant que la partie vide est de dimension —1). De maniere 
equivalente est le plus grand nombre / € NUcxd tel que le lieu-base de est de dimension 
superieure ou egale a — i + 1. Nous avons /o(-^) < • • • < iN+iil)- L'ideal / est sans points 
base si et seulement si l]\f^i{I) < oo ; le cas echeant l'ideal / contient une intersection complete 
de multidegre {lo{I), . . . ,/Ar+i(/)). 

5.1.2. Ideaux Gorenstein. Nous disons que l'ideal / C 5 est Gorenstein de degre du socle D si 

et s'il existe une forme lineaire A S (S"^)^ telle que pour tout d £ {0, . . . , D} 

nous avons 

I'^ = {P £ S'^ \yQ £ S^-'^, A{PQ) = 0}. 

Remarquons que l'ideal / C S" est Gorenstein si et seulement si sa preimage dans S I'est. La 
forme lineaire A induit alors pour tout d £ {0, . . . ,D} un isomorphisme canonique S'^/I'^ ~ 

Solent / et /' deux ideaux Gorenstein associes aux formes lineaires A £ [S^)"^ et A' £ 
(5-°y. Supposons Id' (done D > D'). Alors I'image de A' dans {S^' /I^'Y s'identifie via 
I'isomorphisme induit par A a un polynome F £ S^~^ /I^^^ . Pour tout polynome Q £ , 
nous avons A'(Q) = A(QF), ou F e S^-^' est un releve de F. Nous avons done I' = {I : F). 

5.1.3. Intersections completes. Soit / C S" un ideal homogene intersection complete sans points 
base. Lorsque S est une algebre de polynomes, l'ideal / est Gorenstein de degre du socle 
YldJo^i^ii^) ~ Pour S quelconque l'ideal / n'est pas en general Gorenstein. Cependant, 
il existe toujours une constante C qui ne depend que de S telle que / coincide avec S en degre 
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5.2. Generalisation des resultats de Les notations sont celles des sections |2 . 2 . 1 1 et l5 . 1 1 
Les lemmes|2let|31ci-dessous generalisent respectivement le lemme 1 et la proposition 1 de |01j 

auquels leurs preuves se ramement. Ces lemmes serviront dans les sections El et |3 L'assertion 1 
du lemme 131 est l'assertion 1 de la proposition j^l Les assertions 2 et 3 du lemme O serviront a 
la preuve de l'assertion 2 de la proposition |2 qui occupe la section (231 

Lemme 2. Pour tout e G il existe une constante C G N* qui ne depend que de e, S, u et 
m, telle que pour tout d > Ch et pour tout ideal homogene I C S verifiant les assertions 2 et 3 
de la donnee alaehriaue \2.2.1\. nous avons lj{I) < £d pour tout j G {0, . . . ,N — n}. 

Preuve. — Dans le cas ou I'ideal / est Gorenstein, la preuve du lemme 121 est calquee sur celle 
du lemme 1 de |01j . Le cas general s'en deduit : considerons I'ideal nr=i -^i ^ • Pour tout 
j G {0, . . . , N — n} nous avons lj{I) < ^jdliLi ^i) — Sr=i hi^i) ! lemme O pour les ideaux 
Gorenstein li, i G {1, . . . ,u} et pour ^ au lieu de e donne lj{Ii) < f c^i done lj{I) < ed. □ 

Lemme 3. Pour tout e G il existe une constante C G N* qui ne depend que de e, S, 
u, s et m, telle que pour tout d > Cb et pour tout ideal homogene I C S verifiant la donnee 
alaebriaue \2.2.1l il existe un schema V CY de dimension pure n et de degre inferieur d + 
d'ideal ly C S, tel que les assertions suivantes sont vraies 

(1) Iv c I, 

(2) 3v = {^1, ■ ■ ■ , ^A-n~i '■ Q), oil 3v designe la preimage de ly dans &, ou les Ti, 
i G {1,... , A — n — 1} sont des polynomes homogenes de & de degre au plus degy 
en intersection complete, et ou Q est un polynome homogene de © de degre au plus 
(A-n-l)degF + C, 

(3) les ideaux I et ly coincident en degre inferieur a d — [A — n — \) AegV — C . 

Preuve. — Dans le cas ou I'ideal / est Gorenstein, la preuve du lemme |31 est calquee sur celle 
de la proposition 1 de |01j . Nous allons en deduire le cas general. 

Pour tout i G {!,...,«} I'ideal Ij est defini par une forme lineaire G {S^Y . Soit L C {S^Y 
I'espace vectoriel engendre par les Aj ; posons L* = L\{0}. Pour tout A G -L*, I'ideal I\ associe 
a A est Gorenstein et verifie la donnee algebrique 12.2.11 : soit V\ le schema associe. Posons 
V = Ur=i C'est un schema de dimension pure n et comme / = fllLi ^^'^ ideal coincide 
avec I en degre inferieur a d — {A — n — \) deg V — C. 

Comme / = Hagl* -^A' i^o^s avons V = IJasl* Po^'^ tout sous-schema strict V' de V , 
I'espace {A G -L* | Va C V'} U {0} est done un sous-espace vectoriel strict de L ; pour A G L* 
n'appartenant pas a un nombre fini de sous-espaces vectoriels stricts parametres par les sous- 
schemas stricts de V de dimension pure n nous avons done = F. Le lemme El pour Ia 
implique alors le lemme |31 pour /. □ 

5.3. Les ideaux I\y et q sont engendres en petit degre. Dans cette section nous montrons 
l'assertion 2 de la proposition |2 Nous supposons verifiees les hypotheses numeriques de la 
proposition 121 Les notations sont celles de la section r2. 2. 41 

Lemme 4. (1) Pour tout j G {0, . . . ,N — n} nous avons lj{(\) < (3. 

(2) Pour Q G generique nous avons Iw = {Iv '■ Q)- 

Preuve. — Comme F(pj) est reduit et que I'ideal pj contient en degre 5i les equations des cones 
de base V{pi), les schemas V()pi) et V (p/') ont meme point generique. 

L'espace Hi (pi''')^* a done pour lieu-base le schema |Jj V (p/') de dimension n. Or (p/')'^' C 
, done F(q'^) C |Jj F (p/*) ce qui implique l'assertion 1. 

Comme piSp^ = pi^'Sp^ et {pif'S^,^ (/L '^iS^^, nous avons [pi")^' S^^ (/l *Pi5p^. Done pour 
Qi £ (p/')^' generique QiS^^ ^^j-S'p. . Done (^Pj5'p- : Qi) est un ideal strict de S'p-. Done 
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(*Pj5p. : Qi) C pj5'p-. Comme : Qi) est primaire, nous en deduisons : Qi) C pi. 
Reciproquement, comme Qi G (pi)^S nous avons Qjpj C (pj)^'"*"^ C ^i, done pi C : Qi). 
Finalement pi = {^i : Qi). Posons Q = YliQi. L'assertion 2 resulte de ce que Iw = Hi Pi = 
: Q^) = (Iv ■■ Q). □ 



Lemme 5. // existe une constante C qui ne depend que de e, S, u, s et m, telle que les ideaux 
Iw q sont engendres en degre inferieur d Ch"", ou a = 2^~^. 

Preuve. — D'apres l'assertion 2 du lemmeEl nous avons 3v = i^o, ■ ■ ■ ,^A-n-i '■ Q), ou les !Fi 
sont en intersection complete et verifient deg!Fi < (l+e)6, et ou deg^ < {A — n + l){l+e)h+C' , 
ou C est la constante donnee par le lemme |31 Notons 3w la preinage de Iw C S dans 6. 
L'assertion 2 du lemme implique 3w = {^o-, ■ ■ ■ i^A-n-i : ^Q), oii Q designe une preimage 
de Q e 5 dans 6, et ou deg^Q = deg^ + deg Q < - n + 1)(1 + e)b + C + (1 + e)b < 
{A-n + 2)(1 + e)b + C". La suite exacte 

e/JH/[-deggQ] ^ e/(.Fo, ... ,.FA-n-l) ^ 6/(^^0, ••• ,-^A-n-i,aQ) ^ 

implique que la regularite au sens de Mumford-Castelnuovo {of. |Ba-Muj . definition 3.2) de Jw 
est majoree par celle des ideaux {J^q, . . . , J^A-n-i) et (J^O) • • • ) ^A-n-i,GQ)- Or ces ideaux sont 
engendres en degre inferieur a {A — n + 2){1 + e)b + C. D'apres |Ba-Muj . theoreme 3.7, la 
regularite de JvK est done majoree par {2{A — n + 2)(1 + £)b + C'Y ^ ; done 3w est engendre 
en degre inferieur a {2{A — n + 2)(1 + £)b + C")^ , ce qui demontre le lemmeElpour Iw. 

Pour tout i nous notons Qi une preimage dans S d'un element generique de pf' . Nous posons 
Qi = QYlj^iQj '. nous avons alors deg Qj < degF et pi = {ly : Qi). En remplagant Q par Qi 
dans le raisonnement ci-dessus nous obtenons que I'ideal pi est engendre en degre inferieur a 
(2(A-n + 2)(l + £)6 + C")2''^~'. Comme A < (l + e)&, I'ideal q = HilPi)^' est done engendre 
en degre inferieur a (1 + £)b{2{A — n + 2)(1 + e)b + C")^ , ce qui demontre le lemme pour 
q. □ 

6. Preuve de la proposition El 

Nous invitons le lecteur a supposer V reduit en premiere lecture (nous avons alors q = S). 

Soit 7 le plus petit entier tel que les ideaux Iw et q sont engendres en degre inferieur ou egal 
a 7. D'apres l'assertion 2 de la proposition [21 nous avons 7 < C6", ori C est une constante qui 
ne depend que de Y, de C'y(l) et de e. 

Sans perdre en generalite nous supposons e < jj^. 11 existe alors une constante C G M!^ qui 
ne depend que de Y, de Oy(l) et de e, telle que pour tout d > Cb°- et pour tout r G N* nous 
avons ^-^b < d, 2(r + 1)7 < rd et 

(1) {n + r + l)d-m-2{r + 1)7 > (n + l){d + s) + {N - n + l)erd + C' , 

oil C est la constante definie a la section 15.1.31 Nous supposons d>Cb°-. 

La preuve de la proposition |31procede par approximations successives : le lemme ISlci-dessous 
pent etre considere comme une version affaiblie de la proposition |31 

Lemme 6. Pour tout L G S-'^'^'^^^^'^ soit L G Er, soit I'ideal (Er : L) est distinct de S en degre 
{n + l){d + s) + {N - n + l)erd + C . 

Preuve. — Supposons L E^, done {E^ : L) ^ S. Alors il existe i G {l,...,u} tel que 
{Er^i : L) ^ S : I'ideal {E^^i : L) est Gorenstein de degre du socle (n + r + l)d — m — degL. 
Comme deg L < 2{r + 1)7, I'inegalite (0) implique que {Er^i : L), done a fortiori (Er : L) sont 
distincts de S en degre (n + l){d + s) + {N — n + l)erd + C □ 

Lemme 7. Pour tout L £ -Er-i dont les derivees partielles LyL, v G T appartiennent d E^-i, 
nous avons lj{Er : L) < d + s pour tout j G {0, . . . , + 1}. 
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Preuve. — Comme L £ Er~i, I'assertion 1 de la proposition ^ implique F € {E^ ■ L). Pour 
tout V G T, comme L^L £ Er-i, I'assertion 3 de la proposition ^implique alors L:^F G {Er : L). 
Done Jp C {Er : L) et d'apres la section 12.1.31 I'ideal {E^ : L) est sans point base en degre 
d + s. □ 

E~\ \ C Er- 

Preuve. — Soit L G (E'^-i)^ tel que deg L < 2(r + 1)7. D'une part, I'assertion 2 de la 
proposition ^ implique G C {Er : L), done dim (S"^/(£',r : L)) < dim(5'^/B) < b^. Comme 
2(r + 1)7 < rd, I'ideal {Er : L) est intersection des ideaux {Er^i : L) de degre du socle (n + 
r + l)d — deg L > {n + l)d — m et I'ideal {Er : L) satisfait les hypotheses 2 et 3 de la donnee 
algebrique 12.2.11 D'apres le lemme 121 nous avons done lj{Er : L) < ed < erd pour tout j G 
{0, . . . , N — n}. D'autre part, le lemme [3 implique lj{Er : L) < d + s pour tout j £ {N — n + 

1. . . . , + 1}. L'ideal {Er : L) contient done une intersection complete sans point base dont la 
somme des degres est inferieure a (A^ — n + l)erd+ {n + l){d + s). La section l5.1.31 et le lemmelHl 
impliquent alors L £ Er- □ 

Fin de la preuve de la proposition |3J Nous procedons par recurrence sur r. 

Pour r = la proposition IHl resulte de la proposition |21 et de ce que c\Iw C /y. 

Supposons r > et I'enonce vrai pour r — 1 : nous avons q{IwY~^^ C Er-i, et comme I'ideal 
q{IwY est engendre en degre inferieur a (r + 1)7, q{I]yY~^^ C Ef}_\^^^^ . 

Soit L G q{I\YY~^^ ; nous pouvons supposer degL < (r + 2)7, done degL < 2(r + 1)7. 

D'une part I'hypothese de recurrence et le lemme El donnent {qf{Iwf^ C (^^^J^^^^^) C Er, 

et done q{IwY~^ {^r '■ L). L'assertion 1 du lemme et le fait que W est de dimension 
pure n et de degre inferieur a (1 + e)b impliquent alors lj{Er : L) < r(l + e)b < erd pour tout 
j £ {0, . . . , N — n}. D'autre part L et ses derivees partielles L^jL, v £ T, appartiennent a q{IwY ^ 
done a Er-i- Le lemme [71 implique alors lj{Er : L) < d+s pour tout j £ {N — n + 1, . . . , A^ + 1}. 
L'ideal {Er ■ L) contient done une intersection complete sans point base dont la somme des 
degres est inferieure a {N — n + l)erd+ {n + l){d + s). La section 15.1. 31 et le lemme (HI impliquent 
alors L £ Er- □ 

7. Preuve de la proposition (H 

7.1. Preliminaires. Les notation sont celles de la section [0.2.21 Le faisceau inversible C'y(l) 
definit un plongement Y ^ F^-\ ou A = {Y, Oy {!)) ■ Soit G = Grc (A -n-2,A) la 
grassmanienne ; pour tout / £ G, soit L C Pc~^ 1' 

espace lineaire de codimension n + 2 associe 
et pour tout schema Z C P^"^ \ ^' soit C{Z,l) C P^"^ cone projectif de sommet L et de 
base Z. 

Lemme 9. Soit M C Xp une variete de dimension n — 1. Alors pour I £ G generique, les 
varietes C{M,l) et Xp sont transverses en tout point de M. 

Preuve. — Posons 

Pi = {{x,l) £ M X G \ X £ L} et 

T2 = {{x,l)£M xG\Ti\T,C{x,1)+T,Xf^T,^^-^}. 

D'une part nous avons dim Pi = dimG + dimM — codim (L,P^~^) = dimG — 3. 

D'autre part, pour tout (x,/) £ Xp x G \ Pi, le sous-espace vectoriel TxC{x,l) +TxXp de 
Tx^£~^ est defini par une matrice de ^ — 1 lignes et {A — n — 2) + N colonnes dont les coefficients 
dependent de {x,l) ; la condition TxC{x,l) +TxXp 7^ T-^P^""^ equivaut a I'annulation de ses 
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mineurs de taille (A — 1) x (A — 1), ce qui donne N — n conditions independantes. Nous avons 
done dimr2 = dimG + dimM - [N - n) = dimG - (iV - 2n + 1). 

Posons r = Fi ur2. Comme N > 2n, nous avons done dimT < dim G ; la projection de T sur 
G a done pour image un ferme strict de G et le lemme^lest vrai pour tout / E G n'appartenant 
pas a ee ferme. □ 

Nous adoptons les notations de la section [2.1.11 Pour tout y G y, y G iT^^{y) et w G T, le 
vecteur TT^v{y) G TyY ne depend du choix de y que par la multiplication par un scalaire. Nous 
pouvons done poser 

r(/) = {vGf\yy€Y, 7T,v{y) G Ty{C{y, I) H Y)}. 

C'est un S'-module de type fini; il est done engendre en degre inferieur a un entier relatif t{l). 
Notons t la valeur de t{l) pour I G G general ; c'est un entier qui ne depend que de Y et de 
Oil). 

Lemme 10. Soit Z une sous-variete irreductible de Y de dimension pure n et de degre a. 
Alors si Z Xp, pour I G G general, I'ideal (^Iz,F,LyF \ w G T{1)^ coincide avec S en degre 
(N — n + l)a + d + n{d + t) + C , ou C est la constante definie d la section \5.1.S[ 

Preuve. — Posons / = (^Iz, F, L^^jF \ v G T{1)^ . Comme Z est de dimension pure n, pour / G G 

generique la variete C{Z,l)nY est une hypersurface de Y de degre a dont I'equation appartient 
a Iz ; nous en deduisons li{I) < li{Iz) < « pour z G {0, . . . , — n}. 

Comme Z est irreductible et que Z Xp, nous avons dim Z n Xp = n — 1, et comme F £ I, 
nous en deduisons l^-n+i < d. 

Enfin, le lemme IHl applique a M = ZCiXp implique que si / G G est generique alors pour tout 
y £ Z n Xp nous avons TyXp Ty{C{y,l) Pi Y). Done si T{1) est engendre en degre inferieur 
a t, il existe v G T{1)-^ et y G 7r~^(y) tels que T^^^vijj) TyXp et done L^F{y) ^ 0. Done pour 
/ G G general I'ideal (^L^F \ v G T(^)-*^ ne s'annule pas sur ZCiXp et nous avons li{I) < d + t 
pour i e {N - n + 2,. . . ,N + 1}. 

Finalement X^ilo^ k < {N - n + l)a + d + n{d + t), ce qui implique le lemme [TUl □ 

7.2. Preuve de la proposition |1J Nous adoptons les notations des sections 12 . 21 15 . 31 et 17. 11 

II existe une constante C G M!j_ qui ne depend que de Y , de C'y(l) et de e, qui verifie la 
proposition 131 et telle que pour tout d > Cb'^ nous avons 

(2) {N -n+l)a + d + n{d + t) + C' < {n + 2)d-m-r, et 

(3) r + t < d- {A-n-l){l+e)b + C" + t, 

ou C est la constante definie a la section 15. 1.31 oii C" est la constante du lemme 01 et oii r G N* 
verifie r < 2(1 + £)b. Nous supposons d > Ch"-. 

Soit Z G W une composante irreductible; nous devons montrer Z C Xp. Ceci resulte du 
lemme [1111 ci-dessus. des lemmes ITT] et IT^ ci-dessous et de I'inegalite 0. □ 

Soit Z' I'adherence de W \ Z dans W : nous avons W = Z U Z'. Comme les schemas Z, 
Z' et V{c\) sont de dimension pure n, pour I G G generique les schemas C{Z,l), C{Z',l) et 
C(y{q),l) sont des hypersurfaces de IP^"^ transverses a Y. Posons a = degZ et a' = degZ'. 
Alors deg C{Z,l) = a, deg C{Z',l) = a' et deg C{V{q),l) = (3. Notons P/ G P/ G 5"' et 
Qi G les equations respectives de leurs intersections avec Y (definies a la multiplication par 
un scalaire pres). Posons i?/ = PjP/ Qi et r = deg Ri. Nous avons r = a + 2a' + /? < 2(1 + e)b. 

Le lecteur pourra supposer V irreductible et reduit en premiere lecture : si V est irreductible 
alors Z = W et I'hypersurface C{Z',l) est vide; si V est reduit alors W = V et I'hypersurface 
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C(y{c\), I) r\Y est vide ; done si V est irreductible et reduit alors Pi = Qi = 1, r = deg V et Ri 
est une equation de C(y,l). 



Lemme 11. Pour I G G generique \^Iz,F,LyF \ v G T{l)j C {Ei : Ri). 

Preuve. — D'une part, pour tout K ^ Iz nous avons KP^ G Iw, done KRi G q(/vy)^, done 
KRi G El par la proposition 01 done Iz C {Ei : Ri). D'autre part, eomme PiP^Qi G /y, 
done Ri G /y, la proposition |21 implique Ri G £^0 et I'assertion 1 de la proposition ^ implique 
F G (-El : Ri). Enfin, eomme Ri s'annule sur C(y, /), pour tout v G T{1), L^Ri s'annule sur 
Ciy, I), done L^Ri G /y. La proposition|^implique L^^Ri G Eq et I'assertion 3 de la proposition^ 
implique L^F G (£"1 : Ri). □ 

Lemme 12. Pour / G G general I'ideal {Ei : Ri) est distinct de S en degre (n + 2)d — m — r. 

Preuve. — Nous avons Iz = pi pour un eertain i. Alors Qi done Ri (pj)^*+^, 

done il existe ?; G T-* tel que L:si?i (pi)^'^"^i done Li^jP; ne s'annule pas sur C{V{{pi)^'^^), I). 
Comme pour / G G generique C{V{{pi)^'-^^),l) est une eomposante irreduetible de C{V,l), 
L^fjRi ne s'annule pas sur CiV^l) et L^fjRi ly. Comme deg L^Ri < r + t, I'inegalite Q et 
I'assertion 3 du lemme El impliquent L:^Ri ^ Eq. Les assertions 1 et 3 de la proposition ^ 
impliquent alors Ri Ei. Comme Ei = HiLi existe i G {1, . . . ,u} tel que Ri -Ei^j : 

I'ideal : -Rz) est Gorenstein de degre du soele (n + 2)d — m — r. Le lemme El resulte alors 
de ee que {Ei : Ri) C (£i,i : Ri). □ 
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